
论 文

引用格式: 顾岁成, 谭营, 何新贵. Laplace 平滑变换及其在人脸识别中的应用. 中国科学: 信息科学, 2011, 41: 257–268

中国科学 : 信息科学 2011年 第 41卷 第 3期 : 257–268

www.scichina.com info.scichina.com

Laplace 平滑变换及其在人脸识别中的应用

顾岁成¬, 谭营¬∗, 何新贵¬

¬ 北京大学机器感知与智能教育部重点实验室, 北京 100871

 北京大学信息科学技术学院智能科学系, 北京 100871

* 通信作者. E-mail: ytan@pku.edu.cn

收稿日期: 2009–07–04; 接受日期: 2010–04–01

国家自然科学基金 (批准号: 60673020, 60875080) 和国家高技术研究发展计划 (批准号: 2007AA01Z453) 资助项目

摘要 本文主要研究如何从最优化的角度出发, 从图像中提取低频特征. 首先, 基于图像的局部梯

度定义了一种图像频率,并基于这种定义,诱导出 Laplace平滑变换 (LST),将二维图像映射到一维的

向量. 然后,将 LST与学习算法相结合,提出二步子空间学习算法. 所提的基于 LST的二步子空间方

法, 对于光照、表情、姿势具有鲁棒性. 实验表明, 在 ORL, Yale 和 FERET 人脸数据库上, 基于 LST

的人脸识别算法,相对 DCT, DWT和 PCA等预处理算法,具有更小的识别误差.

关键词 Laplace平滑变换 人脸识别 主分量分析 余弦变换 小波变换 线性判别分析

1 引言及相关工作

近些年, 大量人脸识别的算法被不断提出 [1]. 尽管如此, 要让机器在不同环境下准确的认出确定

的人脸仍旧非常困难 [2]. 一般说来, 人脸识别的研究大致分为两个方向, 基于人脸局部的方法和基于

整体的方法 [3]: 1) 基于局部的方法, 通过检测人脸的局部的特征如眼睛、鼻子、嘴唇等及它们的相对

位置; 2) 整体的方法是基于人脸整体信息的模板匹配的方法.

自从主成份分析 (principal component analysis, PCA) 广泛应用于人脸识别后, 整体人脸识别方

法得到更多的支持 [4−6]. 另外一个著名的方法是 Fisherface. Fisherface 引入了线性判别分析 (linear

discriminant analysis, LDA)[7], 并将其与 PCA 有效地结合起来 [8]. 为了处理非线性问题, 线性 PCA

和线性 LDA 分别可以扩展到其非线性的形式 [9].

在 2000 年后, 可以保存局部信息的流形方法被引入人脸识别. 其中, 引起大家关注的一些方法

有局部保存映射 (locality preserving projection, LPP)[10]、边界 Fisher 分析 (marginal Fisher analysis,

MFA)[11] 和局部判别嵌入 (local discriminant embedding, LDE)[12] 等.

尽管如此, 基于统计的方法和基于流形的方法至少存在两点不足: (1) 这些方法随着图像尺寸的

变大和训练样本的增多, 其时间和空间消耗会变得异常复杂. 因此, 通常需要将很大的图像缩小成一

个很小的图像, 再进行训练. 而这种压缩, 可能会损失图像本身的很多有用信息. (2) 这些方法将每幅

图像只看成训练样本空间中的一个点, 并认为图像本身的各分量是相互独立的, 而一个人脸图像通常

是高度相关的.
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在最近 10 年, 离散余弦变换 (discrete cosine transform, DCT) 和离散小波变换 (discrete wavelet

transform, DWT) 被很多人引入人脸识别, 将图像从空域转换到其频域 [13−15]. 以 DCT 为例, 其相对

PCA 有至少两个优势. 首先, DCT 是数据无关的方法, 在有新的样本加入时, 不需要再进行训练. 其

次, DCT 有快速算法. 将 LDA 引入后, 与 DCT 相结合, 可以得到更好的识别效果 [16]. Er[17] 提出

了一种快速的 RBF 网络方法, 在 LDA 和 DCT 的基础上进行分类, 可以得到更好的结果. 尽管如此,

DCT 和 DWT 并不是一个最优化的方法, 它们只是由本来的图像压缩方法引申而来.

那么, 怎样找出一种优化的频率变换方法呢? 要回答这个问题需要知道, 什么是图像的频率. 而频

率又和图像连续性、局部梯度等是高度相关的. 直观上, 如果图像的局部梯度小, 那么它就更平滑, 就

有更低的频率.

本文首先通过局部梯度来定义图像的频率. 然后, 由这种图像频率的定义诱导出 Laplace 平滑变

换 (Laplacian smoothing transform, LST). 然后, 将 LST 与学习算法相结合, 提出二步子空间学习

算法.

2 频率的定义

2.1 从局部梯度到频率

在 Webster新版大辞典中,频率被定义为 “周期函数在单位自变量内重复的次数”. 那么局部梯度

和频率有什么关联呢？首先看一个简单的例子, 给定一个周期函数

f(x) = α sin(Tx), x ∈ [0, 2π], (1)

其中正整数 T 表示函数 f 的频率, α 6= 0.

f(x) 的梯度 (即一阶微分) 为

∇f =
∂f

∂x
= αT cos(Tx). (2)

由

sin2(Tx) =
1− cos(2Tx)

2
, cos2(Tx) =

1 + cos(2Tx)
2

, (3)

我们有
∫ 2π

0

f2(x)dx =
∫ 2π

0

α2 sin2(Tx)dx = α2π, (4)
∫ 2π

0

(∇f)2dx =
∫ 2π

0

α2T 2 cos2(Tx)dx = α2T 2π. (5)

因此, f(x) 的频率, 即 T , 可以由下式获得

[
∫ 2π

0
(∇f)2dx]

1
2

[
∫ 2π

0
f2(x)dx]

1
2

= T. (6)

2.2 函数频率

[Hd]: Hd = ([0, 1]d, 〈·, ·〉) 定义为关于 d 元连续函数的 Hilbert 空间, 其中内积定义为

〈f, g〉 =
∫

[0,1]d
f(x)g(x) dx, ∀f, g ∈ C1([0, 1]d). (7)
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[Hd]: Ωd = L1×L2×· · ·×Ld, Li = {0, 1, 2, . . . , Ti−1}, i = 1, 2, . . . , d, Ti 为自然数, Hd = (Ωd, 〈·, ·〉)
是关于离散函数的 Hilbert 空间, 其中内积定义为

〈f, g〉 =
∑

x∈Ωd

fxgx, ∀f, g : Ωd → R. (8)

注 [Hd] 函数 f ∈ H1 可看成长度为 T1 的向量, f ∈ H2 可看成 T1 × T2 的矩阵.

[范数]: f ∈ Hd 或 f ∈ Hd 的范数可定义为

‖f‖ =
√
〈f, f〉. (9)

[单位函数]: 如果函数 f ∈ Hd 或 f ∈ Hd 满足 ‖f‖ = 1, 那么函数 f 是一个单位函数.

[梯度]: 函数 f ∈ Hd 或 f ∈ Hd 在点 x 的梯度可定义为

∇fx =
∂f

∂x
=

(
∂f

∂x1
,

∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xd

)
, (10)

其中 x = (x1, x2, . . . , xd),

xi ∈




[0, 1], f ∈ Hd,

{0, 1, . . . , Ti − 1}, f ∈ Hd.

给定了函数的梯度定义, 函数频率的定义如下.

[频率]: f ∈ Hd 或 f ∈ Hd 的频率可定义为

Fr(f) =
‖∇f‖
‖f‖ . (11)

频率定义满足如下性质: 1) Fr(αf) = Fr(f),∀α 6= 0. 2) 如果 f 是单位函数, 则 Fr(f) = ‖∇f‖.

3 Laplace 平滑变换 (LST)

为叙述方便, 我们首先定义算子符号 d·, ·e.
注 长度为 MN 的向量 v 可表示为 v(i ∗N + j), 其中 i = 0, 1, . . . , M − 1, j = 0, 1, . . . , N − 1. 进

一步可表示为 v(di, je) = v(i ∗N + j), 其中算子 d·, ·e 定义为

di, je = i ∗N + j. (12)

一个 MN × MN 的矩阵 LMN 可表示为 A(i ∗ N + j, i′ ∗ N + j′), 其中 i, i′ = 0, 1, . . . , M − 1,

j, j′ = 0, 1, . . . , N − 1. 进一步, 可表示为

A(di, je, di′, j′e) = A(i ∗N + j, i′ ∗N + j′). (13)

大小为 M ×N 数字图像 f(i, j) 可以看成一个长度为 MN 列向量 f(di, je).
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图 1 4 近邻结构. 一个内点 (x, y) 有 4 邻点, 一个边点有 3 个邻点, 一个角点有 2 个近邻

Figure 1 The 4-neighbor structure. An inner point (x, y) has 4 neighbors, a point on an edge has 3 neighbors,

a corner point has 2 neighbors

3.1 Laplace 矩阵及其性质

假设 f(di, je) 为 M ×N 的单位图像, 其频率的平方可写成

Fr2(f)‖f‖=1 =
M−2∑

i=0

N−1∑

j=0

[f(di + 1, je)− f(di, je)]2 +
M−1∑

i=0

N−2∑

j=0

[f(di, j + 1e)− f(di, je)]2.

显然, 式 (14) 是 f 的二次多项式, 因此可以用紧致形式表示为

Fr2(f)‖f‖=1 = fT LMNf, (15)

其中 LMN 是 MN ×MN 的矩阵, 称为 M ×N 图像的 Laplace 矩阵.

引理 1 假设 LMN = L(di, je, di′, j′e),其中 i, i′ = 0, 1, . . . , M −1, j, j′ = 0, 1, . . . , N −1,是式 (15)

中的 Laplace 矩阵, 那么

L(di, je, di′, j′e) =





−1, 当|i− i′|+ |j − j′| = 1,

n, 当i = i′, j = j′,

0, 其他,

(16)

其中 n 是点 (i, j) 的邻点的数目. 图 1 是这篇文章所用的 4 邻域结构.

证明 参照式 (14), 可以直接得到式 (16).

下面给出 Laplace 矩阵 LMN 的几条性质:

• 参照引理 1, LMN 是一个稀疏矩阵, 有 5MN − 2M − 2N 个非零元素.

• 参照式 (14) 和 (15), LMN 是半正定矩阵, 并有一个特征值为 0.

• 给定一个 M ×N 大小的图像 f(di, je), 它的频率为

Fr(f) =

√
fT LMNf

‖f‖ . (17)
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图 2 前 20 个 LST 变换的基图像, 上方从左至右依次为前 1–10 个. 每一个基图像亦可看成是长度为

32*32=1024 的向量, 即 Laplace 矩阵 L32×32 的一个特征向量

Figure 2 First 20 Basis images of LST, 1–10 basis are aligned in the up row. Each basis image can be

regarded as a vector with length 32*32=1024, which is one of the eigenvectors of the frequency matrix L32×32

3.2 Laplace 平滑变换

引理 2 假设 LMN 的 MN 个特征值为

0 = λ0 < λ1 6 λ2 6 · · · 6 λMN−1, (18)

对应的特征向量分别为

e0, e1, e2, . . . , eMN−1. (19)

那么, Fr(ei) 6 Fr(ej),∀i < j.

证明 参照式 (15), 有 Fr2(ei) = eT
i LMNei = λi, F r2(ej) = eT

j LMNej = λj . 由于 i < j, 有

λi 6 λj , 进一步 Fr(ei) 6 Fr(ej).

Laplace 矩阵 LMN 的一个特征向量, 如 e(di, je), 可以看成一个 M ×N 的矩阵 e(i, j). 图 2 给出

了 L32×32 的前 20 个特征向量. 可以从图 2 看出, 低频的图像比高频图像更加平滑.

定义 1 Laplace平滑变换 (LST):让MN×MN 矩阵 D = (e0, e1, e2, . . . , eMN−1),其中 {ek}MN−1
k=0

是 Laplace 矩阵 LMN 的特征向量. 那么, M ×N 的图像 f(di, je) 的 Laplace 平滑变换可定义为

LST (f) = DTf, (20)

其中符号 ‘T’ 表示矩阵的转置.

定义 2 逆 Laplace 平滑变换 (ILST): 假设列向量 g 是图像 f 的频率变换, 即, g = LST (f). 那

么 g 的逆 Laplace 平滑变换为

f = ILST (g) = Dg. (21)

参照式 (20) 和 (21), 可将任何图像 f 精确的变换到其频率域, 以及将频率域做逆变换到原始图像.

3.3 部分 Laplace 平滑变换

我们知道, 人的视觉系统对于图像的低频部分更加的敏感. 具体的讨论可参考文献 [14]. 要得到

M × N 图像 f(di, je) 的 k 个低频特证, 仅需提取向量 g 的前 k 个元素, 其中 g = LST (f) 在式 (20)

定义. 也可以直接通过下面的步骤得到:

1) 通过式 (16) 建立 Laplace 矩阵 LMN ;

2) 计算 k 个最小的特征值, 及对应的特征向量 {ei}k−1
i=0 ;

3) 令 Dk = (e0, e1, . . . , ek−1), 那么

g = DT
k f (22)
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图 3 低通滤波的效果图

Figure 3 An example of the low past filter of the LST. The left is an original image with size of 112× 92. The

other three are the images reconstructed with k = 100, 400 and 1000 coefficients of LST

即为图像 f 的 k 维低频特征的向量.

定义 3 低通滤波: 参照式 (21) 和 (22), 我们可以利用低频系数部分重构图像 f :

f∗ = Dkg = DkDT
k f, (23)

其中 DkDT
k 叫做 f 的低通滤波.

图 3 给出了 ORL 人脸数据库的一个图像及其不同低频系数重构的图像.

3.4 和学习算法结合

给定 M ×N 的图像 f , 要求其优化子空间的投影 hl, 从维 LST 系数向量映射到 l 维的优化子空

间, 可以由下面的式子得到

hl = HT
optgk, (24)

其中 gk 由式 (22) 求得; Hopt 是 l × k 的优化矩阵, 可由下面优化问题求得

Hopt = arg max
H

|HTSbH|
|HTSwH| = (H0,H1, . . . , Hl−1)T, (25)

其中 Sb 和 Sw 分别为 k × k LST 频域上的类间和类内的散布矩阵.

一张测试图像 f ′ 可以直接变换到优化子空间上, 可以避免将图像先转换到 LST 的频域中, 如下:

hl = GTf ′, (26)

其中 G = DkHopt 是 l ×MN 的矩阵. G 的每一列可称为一个 “FFface”, 也可以看成一个 M ×N 的

矩阵. 图 4 给出了 Yale 数据库上的前十个 “FFFaces”, 其中 k = 75.

3.5 计算复杂度

对于 LST, 计算复杂度基本上是依赖于计算 Laplace 矩阵 LMN 的 k 个最小的特征值和特征向量

的计算复杂度. 幸运的是, LMN 是一个仅有 5MN − 2M − 2N 非 0 元素的稀疏矩阵, 因此它可以像

LLE[18] 那样有快速算法 [19]. 另一方面, 这种计算仅需在训练时进行一次.
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图 4 Yale 数据库得到的前 10 个 FFfaces

Figure 4 First ten FFfaces on the Yale database

图 5 ORL 中的图像

Figure 5 Facial images from the ORL data set

图 6 Yale 人脸数据库包含 165 张图像, 来自 15 个不同的个体

Figure 6 The Yale Face Database contains 165 grayscale images in GIF format of 15 individuals

图 7 PIE 中的图像

Figure 7 Facial images from the PIE data set

表 1 数据集属性

Table 1 Properties of data sets

Datasets Samples Classes Size Sample figure

ORL 400 40 112×92 Figure 5

Yale 165 15 200×160 Figure 6

PIE 11154 68 64×64 Figure 7

4 人脸识别中的应用

4.1 实验准备

为测试提出的人脸识别方法的效果,我们在 4个标准人脸库上做实验: 1) ORL人脸数据库 [20](图

5); 2) Yale 人脸数据库 (图 6); 3) PIE 人脸数据库 4) FERET 人脸数据库 [21](图 7). 前 3 个数据库见

表 1. ORL 人脸数据库包含 40 个人的 400 张人脸图像, 每个人有 10 张图像. 有些图像是在不同时间
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图 8 LST 选择不同数量的系数时, 在 ORL 和 Yale 两个数据库上的识别效果

Figure 8 Performance of selecting different numbers of LST coefficients

采集. 有些图像允许在 20 度以内的旋转. 进一步, 有些图像会有 10% 的尺度变化. 所有图像为灰度

图, 尺寸为 92×112. Yale人脸数据库包含 165张剪切过的图像,来自 11个不同的人, 在表情和光照上

有很大变化. 所有图像被裁减成 200×160 大小的图像, 图 6 给出 2 个个体的全部图像.

对于 ORL 和 Yale 人脸数据库, 选择 “leave-one-out” 方案. 在分类阶段, 我们使用最近邻方法和

Euclid 距离. 实验电脑为 Pentium IV 1.73 GHz 个人电脑, 实验平台是 Windows XP 和 Matlab 7.4.

4.2 选择 LST 低频系数的识别效果

从图 8 中可以看到在 ORL 数据库选择不同数量的低频系数得到的实验结果. 从 10 个低频系数

开始选择, 随着系数数量的增加, 所提供的信息就越多, 因此识别误差有所下降. 但是当低频系数达到

一定数量 (50 左右) 时, 那些高频系数会带来很大的噪音, 并且频率越高对应的系数, 会带来越多的噪

音.在 ORL数据库上,我们从图上可以看出,选取 50个左右的低频系数时,可以达到最好的识别效果.

4.3 留一法测试的方法比较

在 ORL和 Yale数据库上实验的结果比较可分别参见图 9. 本文提出的方法要显著优于经典的识

别方法和一些最新结果. 我们发现, 引入学习算法后, LST 在 ORL 和 Yale 上的识别效果均得到提高.

从以上几个实验可以总结如下: LST 和 LDA 都可以有效的提高识别率. LST 用来切断图像的高频特

征带来的大量噪音, 从而提升识别率. LDA 可以将样本空间投射到一个优化的子空间. 而将两者有机

结合, 可以得到更好的识别效果.

4.4 PIE 数据库上 50 次随机划分的结果

由于在学习算法中, LDA 获得了最好的学习效果, 下面只选择 LDA 作为学习算法来比较 4 种预

处理方法: DWT, PCA, DCT和 LST.表 2给出了不同的训练样本量下的测试误差的均值及其标准差.

对每一个 Gp/Pq, 我们随机将样本划分为训练集和测试集, 每个个体有 p 个样本训练和 q 个作测试.
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图 9 在 ORL 和 Yale 数据库上使用留一法测试的比较. 其中 baseline 是指直接利用预处理方法进行比较, 没

有使用进一步的学习算法. 其他四组均是二步学习算法的结果

Figure 9 Comparison on ORL and Yale face databases. The first group of ’Baseline’ evaluates the four

preprocessing methods with no further learning method. The next four groups show the performances of

two-step methods

表 2 PIE 数据库上的结果比较

Table 2 Comparison on the PIE Database(mean±std-dev%)

Methods G5/P165 G10/P160 G20/P150 G50/P120 G70/P100 G90/P80 G130/P40

Baseline 69.9±0.8 55.6±0.9 38.2±0.7 16.3±0.5 10.6±0.4 7.2±0.4 3.9±0.3

DWT+LDA 40.6±1.3 24.8±0.8 14.1±0.6 6.1±0.3 4.4±0.3 3.4±0.2 2.5±0.3

PCA+LDA 37.7±1.2 22.3±0.8 12.5±0.5 5.4±0.2 4.1±0.3 3.3±0.2 2.5±0.2

DCT+LDA 30.7±1.2 17.2±0.8 9.7±0.6 4.2±0.2 3.4±0.3 2.7±0.2 2.1±0.2

LST+LDA 28.1±1.0 13.7±0.6 6.8±0.4 3.1±0.2 2.3±0.2 1.9±0.1 1.6±0.2

随机重复 50 组实验, 得到测试误差的均值和标准差. 从表中可以看出, 本文提出的 LST 方法可以得

到最好的识别效果.

4.5 FERET 上的实验结果

本文提出的 FFfaces 方法也在 FERET 人脸数据库上做了实验 (样图见图 10). FERET 数据库包

含更多的图像, 并且有不同形式的变化. 图库含有 1196 人的 1196 张图像, 作为训练样本. 表 3 列出

了 4 个不同的测试子集. 我们使用科罗拉多州立大学 (CSU) 人脸识别评估系统来评价各种方法的识

别效果 [22]. 我们将本文提出的 LST 方法分别与 DCT 和 PCA 进行比较.

为生成累计匹配曲线 (cumulative match curve), 我们使用 Euclid 距离. 从图 11 中可以看出, 本

文所提出的 LST, 要优于 DCT 和 PCA 方法.

5 总结及后续工作

本文首先基于图像的局部梯度信息定义了图像的频率.从而,基于这个定义,提出一种新的图像频

率的变换 —Laplace 平滑变换 (LST). Laplace 平滑变换, 从优化的角度, 将二维的图像投影到一维的

频率域. 进一步, 我们将 LST 与学习算法相结合, 提出一种二步图像子空间学习方法. 实验结果表明,
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图 10 FERET 中的图像

Figure 10 Facial images from the fafc subset

表 3 FERET 四组测试子集以及其实验内容

Table 3 Four probe subsets of the FERET database

Probe subsets Evaluation task Number of images

Dup1 Aging of subjects 722

Dup2 Aging of subjects 234

fafb Facial expression 1195

fafc Illumination 194

图 11 在 FERET 数据库上分别产生的 LST+LDA, DCT+LDA 和 PCA 匹配曲线

Figure 11 Cumulative match curves of LST+LDA, DCT+LDA and PCA on the FERET database

在几个标准数据库 ORL, Yale, PIE 和 FERET 人脸数据集中, LST 作为预处理方法可以得到更好的

识别效果. 我们认为一个数据无关的模型 (LST) 与一种统计学习方法相结合, 其效果会优于单纯两种
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统计模型的结合, 如 “PCA+LDA”. 另外, 在实验中, LST 取得了比 DCT 和 DWT 更好的实验结果,

这得益于 LST 是从优化问题诱导而来.
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Laplacian smoothing transform for face recognition
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Abstract In this paper, we investigate how to extract the lowest frequency features from an image. A novel

laplacian smoothing transform (LST) is proposed to transform an image into a sequence, by which low frequency

features of an image can be easily extracted for a discriminant learning method for face recognition. Generally,

the LST is able to be a efficient dimensionality reduction method for face recognition problems. Extensive

experimental results show that the LST method performs better than other pre-processing methods, such as

discrete cosine transform (DCT), principal component analysis (PCA) and discrete wavelet transform (DWT), on

ORL, Yale and PIE face databases. Under the leave one out strategy, the best performance on the ORL and Yale

face databases is 99.75% and 99.4%, however, in this paper, we improve both to 100% with a fast linear feature

extraction method for the first time.

Keywords Laplacian smoothing transform (LST), face recognition, principal component analysis (PCA), dis-

crete cosine transform (DCT), discrete wavelet transform (DWT), linear discriminant analysis (LDA)
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